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基本的な考え方

• 波動関数に微分演算子を作
用させて固有値を求めること
で観測値が求まることになる。

• 物理量を微分演算子の形で
書き下すことができればシュ
レディンガー方程式に書き
下すことで解を求めることが
可能である。

• しかし、後に議論する一般
的な角運動量と同じ規則性
を持つスピンは、微分演算
子で表現することができず、
これから扱う行列表現でし
か扱うことができない。

• 従って、演算子の行列表現
に習熟することが不可欠と
なる。



演算子の固有値と固有関数
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させその解を求める固有方程式は、
次の通りになる。



エルミート演算子とその性質
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次の②の関係を満たす演算子Qをエルミート演算子
という。

エルミート演算子Qの固有値qは、実数である。
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観測される物理量の演算子は、
エルミート演算子である。
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②と④式からエルミート演算子は次の関係を満たす。

と定義する。



運動量演算子はエルミート演算子
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運動量演算子のエルミート性を確認する。

の関係を満たす。

0* x x のとき 0 なので



エルミート演算子の固有関数の直交性
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エルミート演算子なので、前シートでの結果より
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Gram・Schmitの正規直交化法（１）
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1 は正規直交関数なので規格化される。
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規格化すると



Gram・Schmitの正規直交化法（２）
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Gram・Schmitの正規直交化法（３）
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Gram・Schmitの正規直交化法（４）

･･･⑯

 

 























1

1

1

1

,

,

k

i
ikik

k

i
ikik

k






一般化すると



Gram・Schmitの正規直交化法（５）
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とするとk個の全ての関数はお互い直交することを示す。
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k までの全ての基底関数に垂直で1 1k~は



演算子の行列表現（１）

ある線形演算子 によって関数

･･②



n

m
m rurf

1
m )((t)c)(

)()( rgrf 　　　

･･①　)()( rfQrg




に変換されるとする。

･･③



n

n
n rurg

1
n )((t)d)(

rdrfQrurdrgru nn 


 )()()()((t)d **
n ･･④





 





rdruQru mn

n

m

)()((t)c(t)d *

1
mn

rdruQru
n

m
mn  














1
m

*
n )((t)c)((t)d

･･⑤ 










n

m
mn rdruQru

1
m

*
n (t)c)()((t)d

rdruQruQ mnnm 


 )()(* とおけば





n

m
nmQ

1
mn (t)c(t)d ･･⑥



Q

を基底ベクトルとして展開する。 )(run
規格化完全系

展開係数を求めると



演算子の行列表現（２）

























































)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

3

2

1

21

22221

11211

3

2

1

tc

tc

tc

tc

QQQ

QQQ

QQQ

td

td

td

td

nnnnn

n

n

n



Q は、エルミート演算子なので

エルミート演算子ならば全ての行列要素は、
上記関係を満たす。

エルミート演算子の行列表現

エルミート行列
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演算子の行列表現（３）
２つの演算子



P


Q の積演算子
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演算子の行列表現（４）
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積演算子の行列表現は各々の演算子の行
列表現の積に等しい。
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量子力学の行列表示（１）
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･･①は、力学系の状態を表す。  状態ベクトル

･･②基底ベクトルを決める  表示を決める

ケット（ｋｅｔ）
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規格化完全系
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量子力学の行列表示（２）
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量子力学の行列表示（３）
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量子力学の行列表示（４）
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Q のハイゼンベルグ表示は
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Q は固有ベクトルのみに作用
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波動関数の時間変化を表示する演算子（１）
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波動関数の時間変化を表示する演算子（２）
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波動関数の時間変化を表示する演算子（３）
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間とともに変化する記述も可能である。
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演算子の交換関係について（１）
  BAABBA , と定義する。
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一般化された角運動量（１）

交換関係から一般的な角運動量を導く。
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一般化された角運動量（２）
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一般化された角運動量（３）
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一般化された角運動量（４）
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一般化された角運動量（５）
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一般化された角運動量（６）
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     yyxyyxxx iJiJJiJiJJJJ  ,,,,

     22 ,,,, yxyyxx JiiJJiJJiJ  

     22 ,,,, yxyyxx JJJiJJiJ  

     xyyxyx JJJJiJJ  22,

    zyx JiiJJ  22,

    zyx JJJ 22, 













   zz JJJ 22
,

  
 
  22

2222

2222

)1(

)1(

)1(,






mmjj

mmjj

mmjj





 

  2)1()1(  mmjj

  22
)1()1(  mmjjC



一般化された角運動量（７）

)1()1(  mmjjC 

)())((

)())((

22

mjmjmj

mjmjmj

mmjj













)1)((  mjmj 

  ),(),( mjiJJmjJ yx  

)1,()1)((  mjmjmj 

  ),(),( mjiJJmjJ yx  

)1,()1)((  mjmjmj 

  ),(),( mjiJJmjJ yx  

)1,()1)((  mjmjmj 



一般化された角運動量（８）

)1,()1)(()1,()1)((),(2  mjmjmjmjmjmjmjJ x  
 )1,()1)(()1,()1)((

2
),(  mjmjmjmjmjmjmjJ x  

)1,()1)(()1,()1)((),(2  mjmjmjmjmjmjmjiJ y  

 )1,()1)(()1,()1)((
2

),(  mjmjmjmjmjmj
i

mjJ y  

),(),( mjmmjJ z  

    ),(),(),(),( mjJmjJmjiJJmjiJJ yxyx   

    ),(),(),(),( mjJmjJmjiJJmjiJJ yxyx   



スピン角運動量の行列表現（１）

MJMMJJ z ,, 

JJJJM ,1,,1,0,),1(,  ･････････

MJJJMJJ ,)1(, 22 

の2J＋1個の縮重あり

   1,1,  MJMJMJMJJ J のとき

MMz MMJJMJ ,',' 

MMJJMJJMJ ,'
22 )1(,' 

   1,'1,'  MJMJMJMJMJJMJ 
   1,'1  MMMJMJ 

ブラベクトル表示を用いると



スピン角運動量の行列表現（２）

（ア）
2

1
'M

2

1
M

1
2

1
,'

2

11
2

1

2

1

2

1

2

1
,'


 






 





 MJJMJ

01
2

1

2

1

2

1

2

1
,'

1
2

1
,

2

1 





 





 


 MJJMJ

01
2

1

2

1

2

1

2

1
,'

1
2

1
,

2

1 





 





 


 MJJMJ


2

1

2

1
,'

2

1
,

2

1  MJJMJ z

2
1'1

22

4

3
)1

2

1
(

2

1
,'   MJJMJ

１行１列

1)
2

1
(,

2

11)
2

1
(

2

1
)

2

1
(

2

1
,'


 






 





  MJJMJ

 





 





 




1)
2

1
(,

2

11)
2

1
(

2

1
)

2

1
(

2

1
,' MJJMJ

01)
2

1
(

2

1
)

2

1
(

2

1
,'

1)
2

1
(,

2

1 





 





 


 MJJMJ

0
2

1
,'

2

1
,

2

1 


MJJMJ z

0)1
2

1
(

2

1
,'

2

1
'

2

1
22 


MJJMJ

（イ）
2

1
'M

2

1
M １行２列

2

1
J について計算する。    1,'1,'   MMMJMJMJJMJ ２行２列の行列表現となる。



スピン角運動量の行列表現（３）

2

1
J について計算する。    1,'1,'   MMMJMJMJJMJ 

（ウ）
2

1
' M

2

1
M

1
2

1
,

2

11
2

1

2

1

2

1

2

1
,'


 






 





 MJJMJ

01
2

1

2

1

2

1

2

1
,'

1
2

1
,

2

1 





 





 


 MJJMJ

 





 





 




1
2

1
,

2

11
2

1

2

1

2

1

2

1
,' MJJMJ

0
2

1
,'

2

1
,

2

1 


MJJMJ z

0)1
2

1
(

2

1
,'

2

1
'

2

1
22 


MJJMJ

1)
2

1
(,

2

11)
2

1
(

2

1
)

2

1
(

2

1
,'


 






 





  MJJMJ

01)
2

1
(

2

1
)

2

1
(

2

1
,'

1)
2

1
(,

2

1 





 





 


 MJJMJ

01)
2

1
(

2

1
)

2

1
(

2

1
,'

1)
2

1
(,

2

1 





 





 


 MJJMJ


2

1

2

1
,'

2

1
,

2

1 


MJJMJ z

2

2

1
'

2

1
22

4

3
)1

2

1
(

2

1
,'  


MJJMJ

（エ）
2

1
' M

2

1
M ２行２列２行１列



スピン角運動量の行列表現（４）









 00

10
J 








 01

00
J 











10

01

2


zJ

yx iJJJ  yx iJJJ     JJJ x 2

1    JJ
i

J y 2

1

2

1
J のとき











01

10

2


xJ 







 












0

0

201

10

2 i

i

i
J y













10

01

2


zJ 










10

01

4

3 22 J

粒子のスピンは、軌道角運動量とは異なりその粒子に固有の内部自由度に関わる一般化された角運動量の

一種である。スピン角運動量は、粒子の位置 や運動量 のような力学変数とは無関係の独自の自由度

に基づく。
r p



スピン角運動量の行列表現（５）

2

1
S











01

10
x 







 


0

0

i

i
y 











10

01
z











10

01

4

3 22 SxxS 
2




yyS 
2


 zzS 

2














10

01
32



























10

01

01

10

01

102
x 
















 







 


10

01

0

0

0

02

i

i

i

i
y 





























10

01

10

01

10

012
z

  






























10

01

4

3

44222
22

2
222

2222
2222   zyxzyxxxx SSSS

★スピン演算子は、何らかの変数の微分演算子という形では書けない。
　　　　　　           　　　行列表示で示すしか方法はない。（Pauli）　

のとき

２行２列のパウリ行列を導入すると



スピン角運動量の行列表現（６）












10

01

22


zzS  










0

1
 










1

0



20

1

20

1

10

01

2






























zS 
21

0

21

0

21

0

10

01

2








































zS

一般にスピン
2

1
の粒子の波動関数の  中には、上向きの成分と、下向きの成分が含まれる。





































)(

)(
1

0
)(

0

1
)(

r

r
rr




とおいてスピン演算子に作用させると

2












0

1
 は固有値が の固有関数で

2













1

0
 は固有値が の固有関数であることを示している。



角運動量の行列表現（１）

（ア） 1'M 1M

   11,'111111,'   MJJMJ

   011111,' 11,1   MJJMJ

   011111,' 11,1   MJJMJ

  1,1,' MJJMJ z

2
1'1

22 2)11(1,'   MJJMJ

１行１列

   1)0(,11)0(1)0(1,'   MJJMJ

   21)0(1)0(1,' 1)0(,1    MJJMJ

   01)0(1)0(1,' 1)0(,1   MJJMJ

00,' 0,1  ･MJJMJ z

0)11(1,' 0,1
22  MJJMJ

（イ） 1'M 0M １行２列

1J について計算する。    1,'1,'   MMMJMJMJJMJ ３行３列の行列表現となる。

MMJJMJJMJ ,'
22 )1(,' MMz MMJJMJ ,',' 



角運動量の行列表現（２）

（ウ） 1'M 1M

   1)1(,11)1(1)1(1,'   MJJMJ

   01)1(1)1(1,' 1)1(,1   MJJMJ

   01)1(1)1(1,' 1)1(,1   MJJMJ

0,' 1,1  MJJMJ z

0)11(1,' 1,1
22  MJJMJ

１行３列

   1)1(,01)1(1)1(1,'   MJJMJ

   01)1(1)1(1,' 1)1(,0   MJJMJ

   21)1(1)1(1,' 1)1(,0    MJJMJ

01,' 1,0  ･MJJMJ z

0)11(1,' 1,0
22  MJJMJ

（エ） 0'M 1M ２行１列

1J について計算する。    1,'1,'   MMMJMJMJJMJ ３行３列の行列表現となる。

MMJJMJJMJ ,'
22 )1(,' MMz MMJJMJ ,',' 



角運動量の行列表現（３）

（オ） 0'M 0M

   10,01)0(1)0(1,'   MJJMJ

   01)0(1)0(1,' 10,0   MJJMJ

   01)0(1)0(1,' 10,1   MJJMJ

00,' 0,0  ･MJJMJ z

2
0,0

22 2)11(1,'   MJJMJ

２行２列

   1)1(,01)1(1)1(1,'   MJJMJ

   21)1(1)1(1,' 1)1(,0    MJJMJ

   01)1(1)1(1,' 1)1(,0   MJJMJ

01,' 1,0  ･MJJMJ z

0)11(1,' 1,0
22  MJJMJ

（カ） 0'M 1M ２行３列

1J について計算する。    1,'1,'   MMMJMJMJJMJ ３行３列の行列表現となる。

MMJJMJJMJ ,'
22 )1(,' MMz MMJJMJ ,',' 



角運動量の行列表現（４）

（キ） 1' M 1M

   11,11)1(1)1(1,'   MJJMJ

   01)1(1)1(1,' 11,1   MJJMJ

   01)1(1)1(1,' 11,1   MJJMJ

01,' 1,1  ･MJJMJ z

0)11(1,' 1,1
22  MJJMJ

３行１列

   1)0(,11)0(1)0(1,'   MJJMJ

   01)0(1)0(1,' 1)0(,1   MJJMJ

   21)0(1)0(1,' 1)0(,1    MJJMJ

00,' 0,1  hMJJMJ z ･

0)11(1,' 0,1
22  MJJMJ

（ク） 1' M 0M ３行２列

1J について計算する。    1,'1,'   MMMJMJMJJMJ ３行３列の行列表現となる。

MMJJMJJMJ ,'
22 )1(,' MMz MMJJMJ ,',' 



角運動量の行列表現（５）

（ケ） 1' M 1M

   1)1(,11)1(1)1(1,'   MJJMJ

   01)1(1)1(1,' 1)1(,1   MJJMJ

   01)1(1)1(1,' 1)1(,1   MJJMJ

   1,11,' ･MJJMJ z

2
1,1

22 2)11(1,'   MJJMJ

３行３列

1J について計算する。    1,'1,'   MMMJMJMJJMJ ３行３列の行列表現となる。

MMJJMJJMJ ,'
22 )1(,' MMz MMJJMJ ,',' 



角運動量の行列表現（６）



















000

200

020

J


















020

002

000

J




















100

000

001

zJ

yx iJJJ  yx iJJJ     JJJ x 2

1    JJ
i

J y 2

1

1J のとき



































010

101

010

2
020

202

020

2


xJ








































00

0

00

2
020

202

020

2
i

ii

i

i
J y




















100

010

001

2 22 J




















100

000

001

zJ



角運動量の合成（１）

21 JJJ  とする。

   2121 JJJJJJ 

22122111 JJJJJJJJJJ 

  yzzyyzzyx JJJJJJJJJJJJ 211212211221 

     zyzyx JJJJJJJJ 12211221 ,, 

      0,, 21211221  yzzyx JJJJJJJJ

      0,, 21211221  zxxzy JJJJJJJJ

      0,, 21211221  xyyxz JJJJJJJJ

01221  JJJJ

2211 JJJJJJ 

  JiJJiJiJiJJ   2121

21 JJJ  に対しても、
21 , JJ におけると

同じ交換関係が成立する。

2
J の固有値

2)1( jj

･･･①

･･･②

･･･③

･･･④

･･･⑤



角運動量の合成（２）
2

J の固有値
2)1( jjzJと m

jm  に対する固有関数  mj ,

を求める。

1J zJ1  11 ,mj

2J zJ2  22 ,mj

 11 , mj と  22 ,mj の一次結合で 固有関数  mj , を表すと

     2211:: ,,,
11 22

2211
mjmjCmj

mj mj
mjmjjm   となる。

21 zzz JJJ  に対して        2211::21 ,,,
11 22

2211
mjmjCJJmjJ

mj mj
mjmjjmzzz   

         22211::22111:: ,,,,,
11 22

2211

11 22

2211
mjJmjCmjmjJCmjJ z

mj mj
mjmjjm

mj mj
zmjmjjmz     

と



角運動量の合成（３）
         222112::22111:: ,,,,,

11 22

2211

11 22

2211
mjJmjmCmjmjmCmjJ z

mj mj
mjmjjm

mj mj
mjmjjmz      

       2211::21 ,,,
11 22

2211
mjmjCmmmjJ

mj mj
mjmjjmz    

mmm  21

     2211:: ,,,
11 22

2211
mjmjCmmjJ

mj mj
mjmjjmz    

を満たすもののみ存在できる

m の最大値
21 JJ  J の最大値 Jm 

               22211221112211212121 ,,,,,,, mjJmjmjmjJmjmjJJjjjjJ   

     22112121 ,,, mjmjjjjj   この両辺に
  21 JJJ を演算すると

)1,(),()1)((),()1,()1)((

)1,()1)((

2211222211111111

2121212121





jjjjjjjjjjjjjjjj

jjjjjjjjjjj









･･･⑥



角運動量の合成（４）

)1,(),(2),()1,(2)1,()(2 2211222111212121  jjjjjjjjjjjjjjjj 

)1,(),(
)(2

2
),()1,(

)(2

2
)1,( 2211

21

2
2211

21

1
2121 





 jjjj

jj

j
jjjj

jj

j
jjjj 

この式は 21 JJJ  であり 12121  JJmmm である固有関数を表す。

111  Jm

22 Jm 
11 Jm 

122  Jm

)1,(),(
)(2

2
),()1,(

)(2

2
2211

21

1
2211

21

2' 





 jjjj
jj

j
jjjj

jj

j


この固有関数に直交する関数は、

であり

12121  JJmmm であるのだが、 )1,( 2121  jjjj と直交するので 21 JJJ 

の固有関数ではあり得ない。 121  JJm を最大とする固有関数となり、 )1,1( 2121  jjjj である。

･･･⑦

･･･⑧

･･･⑨



角運動量の合成（５）

)1,(),(
)(2

2
),()1,(

)(2

2
)1,1( 2211

21

1
2211

21

2
2121 





 jjjj

jj

j
jjjj

jj

j
jjjj 

)2,()1,( 2121
'

2121  jjjjCjjjjJ  )2,1()1,1( 2121
"

2121  jjjjCjjjjJ 

211  Jm

22 Jm 
111  Jm

122  Jm
11 Jm 

222  Jm
の３組　　２＋１＝３組

に対応する３組の  , が含まれる。

 
 2,

2,

22

11




jj

jj


  

 1,

1,

22

11




jj

jj


  

 22

11

,

,

jj

jj




)2,( 2121  jjjj )2,1( 2121  jjjj に直交する22121  JJmmm でかつ

固有関数は 22121  JJmmm を最大値とする )2,2( 2121  jjjj が得られる

)2,( 2121  jjjj )2,1( 2121  jjjj が求まる。



角運動量の合成（６）

のK＋1組の組み合わせがある。

一般に kJJmmm  2121 の時

kJm  11

22 Jm 
111  kJm

122  Jm
211  kJm

222  Jm
311  kJm

322  Jm
11 Jm 

kJm  22

21 JJ  22 Jk  のときには

)1,( 2121  kjjjj )1,1( 2121  kjjjj )1,( 2121  kjjkjj・・・・・・

yx iJJJ  を作用させてｍを1減らすごとに組み合わせは1つづつ増える。

に全て直交する )1,1( 2121  kjjkjj が作られる。

22 Jk  のときは    22222 ,2, jjjjj   が現れてそれ以上ｍの値は減らせない。



角運動量の合成（７）

21212121 ,,2,1, JJJJJJJJ  ････

の新しい値は出てこない。これから先は、ｍを減らしても J

J の値は までである。

21 JJ 一般に の条件を除けば 21212121 ,,2,1, JJJJJJJJ  ････ 12 2 J 個ある。

2

1

2

1




J

J

321  JJ

3J

2121  JJ

2J

121  JJ

1J
の場合



スピン角運動量の合成（１）

2

1
1 J

2

1
2 J

11 )
2

1
,

2

1
(  

11 )
2

1
,

2

1
(   22 )

2

1
,

2

1
(  

22 )
2

1
,

2

1
(  

)
2

1
,

2

1
()1

2

1
,

2

1
()1

2

1

2

1
)(

2

1

2

1
()

2

1
,

2

1
(   J

)
2

1
,

2

1
()

2

1
,

2

1
()1

2

1

2

1
)(

2

1

2

1
()

2

1
,

2

1
(   J

        212121221121210,120,1)111)(11(1,1     JJJJJ

          21212121 2
2

1

2

1
1,121,1)101)(01(0,1     JJJ

111  J 111  J 222  J 222  J

  2121 2

1
,

2

1

2

1
,

2

1
1,1

2

1

2

1
,

2

1

2

1  




















  ･･･①

   2121
2

1
0,1   ･･･②

  211,1      2121
2

1
0,0   ･･･③

)1,()1)((),(  mjmjmjmjJ  



スピン角運動量の合成（２）

  211,1  

   2121
2

1
0,0     2121

2

1
0,1  

  211,1  

･･･④

･･･⑤

･･･⑥

･･･⑦

⑤と⑦はお互いに直交する

       2121
*

2
*

1
*

2
*

1
*

2

1

2

1
0,00,1  

  2121
*

2
*

1
*

2
*

12

1  

    00011
2

1

2

1 *
12

*
212

*
11

*
22

*
21

*
12

*
21

*
1  

･･･⑧

⑤と⑦はお互いに直交することを示している。


