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グリーンの定理
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①②の結果より、下記の通り線積分を面積分に置き換えることができる。
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正則関数（１）

az

afzf
az 




)()(
lim

複素変数ｚの関数ｆ（ｚ）があって、点ｚが点aに地下づく経路
に関わりなく、同一の有限な極限値が存在するとき

ｆ（ｚ）は、点aにおいて微分可能であるといい、その極限値
を点ａにおけるｆ（ｚ）の微分係数という。
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コーシー・リーマン方程式（１）
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領域Ｄにおいて定義された関数 ),(),()( yxivyxuzf 
が正則であるための必要十分条件は、u、ｖが全微分可能
で、かつ⑥の関係式が成り立つことである。x
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ｆ（ｚ）が正則な関数だとすると③と④が等しいので
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どの方向からでも微分可能なので



コーシー・リーマン方程式（２）
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複素変数ｚの関数ｆ（ｚ）が領域Ｄ内で正則と仮定する。
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このことは、uとｖは全微分可能であることを示している。
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逆にuとｖが全微分可能であり、コーシー・リーマンの方程式が成立すると仮定する。
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コーシー・リーマン方程式（３）
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∴ ｆ（ｚ）は、微分可能であることを示す。
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コーシーの積分定理（１）
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関数ｆ（ｚ）が領域Ｄ内で正則であるとする。単一閉曲線Ｃとその内部がＤ内にあるとする。

dxdy
y

yxv

x

yxu
idxdy

y

yxu

x

yxv
dzzf

RRc
 

































),(),(),(),(

)( ・・・③

    000)(   dxdyidxdydzzf
RRc

・・・④ 0)( 
c

dzzf ・・・⑤

単一閉曲線Ｃに沿っての線積分をグリーンの定理を用いて面積分に置き換えると

ｆ（ｚ）は正則なので、コーシー・リーマンの方程式の関係式を
③に代入すると
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ｆ（ｚ）が閉曲線Ｃとその内部が正則のとき
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コーシーの積分定理（２）

関数ｆ（ｚ）が領域Ｄ内で正則であるとする。単一閉曲線Ｃとその内部に
単一閉曲線C１があり、CとC１の間は領域D内にあるものとする。
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ｆ（ｚ）が閉曲線Ｃとその内部が正則のとき
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点ＡからスタートしてＣ１を時計回りに回転し点Ａから点Ｂまで移動し、
点ＢからＣを反時計回りに一周し再びＡまで移動するとき⑤が成立する
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コーシーの積分定理（３）
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コーシーの積分定理（４）
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関数ｆ（ｚ）が領域Ｄ内で正則であるとする。単一閉曲線Ｃとその内部に
単一閉曲線C１~Cnがあり、CとC１~Cnの間は領域D内にあるものとす
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単一閉曲線についての積分（１）
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の一点



コーシーの積分表示（１）
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コーシーの積分表示（２）
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コーシーの積分表示（３）
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コーシーの積分表示（４）
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コーシーの積分表示（５）
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ｆ（ｚ）が、領域Ｄ内部で正則な関数とする。Ｄの内部に、正の回転の向きを持つ単一閉曲線Ｃがあって、Ｃ
の内部は領域Ｄに含まれる。1点ａがＣの内部にあるとき、次の式が成り立つ。
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特異点とする。D内に正の回転の向きを持つ単一閉曲線Cをとり、Cの
内部に特異点aがあり、それ以外にその他の特異点がなければ、Ｃに
沿ってのｆ（ｚ）の積分は0ではない。またこの積分値は積分路Ｃの選び
方には無関係である。
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留数定理（３）
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がｆ(z)の特異点とするとｆ(z)は、 az  を中心として次のようにローラン展開できる。
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az 



留数定理（４）
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留数定理（５）
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留数定理（６）
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留数定理（７）
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留数計算（１）
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全微分可能の定義（１）
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全微分可能（１）
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