
１．交換関係について
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２．一般化された角運動量について ～ 交換関係から一般的な角運動量を導く。

一般的に角運動量演算子 J が、下記の交換関係を満たすと仮定する。
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zyx JJJJ  は J の各成分と交換可能である。
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yx JJ  の固有値
2  に対する固有関数である。

また
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yx JJ  の固有値は負にならない。 なぜなら、エルミート演算子の固有値は実数である。

固有状態では平均値は固有値に等しい。

 0)(, 22222   yxyx JJJJ ････④

0 でかつ
2  ∴   ････⑤

yx iJJJ  yx iJJJ  と定義する。

            JiJJJJiJiiJiJJiJJiJJJJJ yxxyxyyzxzyxzz ,,,, ････⑥

  ),(),(    JJJJJ zz 

),(),(),(),(),(    JJJJJJJ zz 

  ),(),(    JJJ z  ････⑦

⑦から ),( J は zJ の固有値  に対する固有関数である。

∴ ),(),(   CJ ････⑧ Cは定数

⑧は
2

J と zJ の固有値をλ,μとすればλ,  も固有値であることを示している。

したがって λ, 2 ：λ,  ：λ, ：λ,  ：λ, 2 が固有値の組となる。････（ア）

  の関係よりμには最小値と最大値がある。

最大

最小

１




0

とすれば 0),(  0J 0),(  1J



     zyxxyyxyxyxyyxxyxyx JiiJJJJJJiJJJJiJJiJJiJJiJJJJ  
222222

   zyxyxyx JJJiJJiJJJJ 
22  ････⑨

       0),(),(),(),( 0
2

0
22  0000   zyxyxyx JJJiJJiJJJJ ････⑩

       0),(),(),(),( 2
1

22  11111   zyxyxyx JJJiJJiJJJJ ････⑪

0),( 0 0),( 1 より

0

0

1
2
1

0
2

0











なので

010
2

0
2
1         0010101       00101   ････⑫

001   なので ⑫より 001   ∴ 10   ････⑬

（ア）より



j

j







0

1 j201   とすると

0

2

01

01





 j

したがって j22 1 



j

j




0

1




････⑭

00
2

0   に⑭を代入すると 0)()( 2   jj

0222   jj 222222 )1()(   jjjjjj ････⑮

JiJJ  の交換関係を満足する
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ブラベクトル表示を用いると
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粒子のスピンは、軌道角運動量とは異なりその粒子に固有の内部自由度に関わる一般化された角運動量の

一種である。スピン角運動量は、粒子の位置 rや運動量 pのような力学変数とは無関係の独自の自由度

に基づく。
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★スピン演算子は、何らかの変数の微分演算子という形ではかけない。

行列表示で示すしか方法はない。（Pauli）
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一般にスピン
2

1
の粒子の波動関数の中には、上向きの成分と、下向きの成分が含まれる。





































)(

)(
1

0
)(

0

1
)(

r

r
rr





