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量子論の発端・量子仮説（１９００年）

• プランクが１９００年に、振動
数ν[Hz]の放射のエネル
ギーが、hν[J]ずつの単位で
行動すると仮定し、プランク
の公式を導いた。

• エネルギーが、hν[J]の整数
倍しか許さない仮説を量子
仮説という。

• １９世紀の末頃ドイツを中心
に製鋼業が盛んになる。

• 高温物体からの放射の性質
が詳しく調べられた。

• 黒体放射の放射公式を電磁
気学から導こうとするが成功
しなかった。



光電効果（１９０５年）

• 光の粒子（光子）として行動
し、金属中の自由電子は光
子からエネルギーを吸収し
運動エネルギーを得て、金
属表面から飛び出すと説明
した。

• 光は、粒子と波動の両方の
性質をもつことになる。

• 金属面にX線を当てると電
子が飛び出す現象（光電効
果）が詳しく調べられ、従来
の電磁気学では説明できな
いことがいろいろ出てきた。

• アインシュタインはプランク
の量子仮説を押し進め、振
動数ν[Hz]の光はそれぞれ
hν[J]のエネルギーをもち、



コンプトン効果（１９２３年）

• X線を物質に当てたときに入
射X線よりも波長の長い散
乱Ｘ線について詳しく調べら
れた。

• その波長のずれが、曲げら
れた角Φだけで定まり入射X
線の波長や散乱物質に無
関係であることがわかった。
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コンプトン効果（計算）
電子についての特殊相対論的スカラー保存より
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４元運動量の時間部分（エネルギー）についての保存より
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４元運動量の空間部分（運動量）についての保存より
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③の関係式を⑥に代入すると
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ド・ブロイの物質波（１９２３年）

• 運動量をもつ粒子は、波動
性を示し、その波長は次の
式で示される。

• ダビットソンとガーマーは、
電子線を結晶に当てド・ブロ
イの物質波の波長と同じ干
渉現象が現れることを確か
めた。（１９２７年）
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シュレディンガー方程式（１９２６年）
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• シュレディンガーが、定式化した量子力学の基本方程式（偏微分方程式で表現）

• ψの２乗は、粒子の存在する確率密度を意味する。
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シュレディンガー方程式の作り方
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力学的エネルギー保存則の式は

更に②式の物理量を以下の演算子で書き替える
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３次元的に書き替えると　※詳細は補遺参照

①式を運動量を用いて書き替えると



エルミート演算子
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次の②の関係を満たす演算子Qをエルミート演算子
という。

エルミート演算子Qの固有値qは、実数である。
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観測される物理量の演算子は、
エルミート演算子である。
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②と④式からエルミート演算子は次の関係を満たす。



物理量の期待値
物理量Aの期待値＜Ａ＞の時間変化について
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不確定性原理（ハイゼンベルク）

px

位置と運動量が同時に決まらないことを表す。

位置を確定させようとすると運動量が不確定になり、運動量を
確定させようとすると位置が不確定になる。

（位置の不確定）×（運動量の不確定）



不確定性原理・計算（１）
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 は、任意の実数とする。

次の負にならない積分を考える。



不確定性原理・計算（２）
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全ての実数λに成立する条件について。
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位置と運動量が同時に決まらないことを表す



不確定性原理・計算（３）
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エーレンフェストの定理

• シュレディンガー方程式を用いて量子力学的に位置の期待値
を計算することで、ニュートンの運動方程式を導くことが出
来る。巨視的な運動方程式が、微視的な物理法則から導ける。
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エーレンフェストの定理・計算（１）
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エーレンフェストの定理・計算（２）
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確率密度の流れ（　の意味）
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次のシュレンディンガー方程式①の複素共役をとる。
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と置くと次のようにある密度の保存の式が得られる。

粒子について確率密度の流れがあると考えれば良い。
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②　①　   * を計算する。



シュレディンガー方程式の解（１）
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３次元的にシュレディンガー方程式を書くと

簡単のために一次元方向のみに話を限定する。
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このように左辺と右辺で変数を分離できる



シュレディンガー方程式の解（２）
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となり、ｘ軸方向についての式②を解けばいいことになる。

方程式の一般解は次のようになる。



トンネル効果（１）
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エネルギーＥの粒子（質量ｍ）が、図
のように　x < 0　と　a < x で
V（ｘ） = 0、0 < x < aで　V（ｘ） = V0

という長方形のポテンシャル障壁に　
x < 0 から入射したとする。

太陽の内部で核融合がゆっくりと進んだり
無の揺らぎの中から宇宙が生まれたりすることの基本となる現象

透過波入射波

反射波



トンネル効果（２）
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トンネル効果（３）
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トンネル効果（４）
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トンネル効果（５）
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透過率　Ｔ＞０　であり、通り抜ける粒子が
存在することを示している。



トンネル効果（６）
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トンネル効果（７）
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演算子の行列表現（１）

ある線形演算子 によって関数
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に変換されるとする。
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Q

を基底ベクトルとして展開する。 )(run
規格化完全系

展開係数を求めると



演算子の行列表示（２）
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Q は、エルミート演算子なので

エルミート演算子ならば全ての行列要素は、
上記関係を満たす。

エルミート演算子の行列表現

エルミート行列
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演算子の行列表示（３）
２つの演算子
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演算子の行列表示（４）
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積演算子の行列表現は各々の演算子の行
列表現の積に等しい。
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量子力学の行列表示（１）

),( tr

 ),( tr

･･①は、力学系の状態を表す。  状態ベクトル

･･②基底ベクトルを決める  表示を決める

ケット（ｋｅｔ）

 ),( tr*
ブラ（bra）

を基底ベクトルとする。 )(run
規格化完全系
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量子力学の行列表示（２）
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量子力学の行列表示（３）
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量子力学の行列表示（４）
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Q のハイゼンベルグ表示は
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Q は固有ベクトルのみに作用
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状態関数の行列成分は次の通りになる。
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)( とすれば

状態関数の行列成分は次の通りになる。



波動関数の時間変化を表示する演算子（１）
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波動関数の時間変化を表示する演算子（２）
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が求まれば、その他の時刻の状態ベクトルは
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 を作用させることで求まる。
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波動関数の時間変化を表示する演算子（３）
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物理量Qの期待値＜Ｑ＞

演算子Qそのものに時間変化の性質はな
い。全て状態ベクトルの時間的変化によ
り決まる。

状態ベクトルは変化せず演算子の方が時
間とともに変化する記述も可能である。

 
)()( 0

H 0

tet
tt

i








を用いる。

)()( tQtQ 




   
)( 0

HH 00

ttQeQe
tt

i
tt

i






 とおくと

)()()()()( 000 tttQttQt  


状態ベクトルは時刻の基準ｔ＝ｔ０にとどまり,物理量を表す
演算子　　　　　　　　の方が時間とともに変化する。)( 0ttQ 
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演算子の交換関係について（１）
  BAABBA , と定義する。

     BAcBAABcBcAcABBcA ,,  ここでcは定数とする。

         CBCACBBCCAACCBCABCACBACCBACBA ,,, 

         CABACAACBAABCABAACABACBCBACBA ,,, 

     BABAABABBAAB ,, 

  0,  AAAAAA

         ABABAAABAABBAABABAABAABABABABABA ,,, 22222 

         BABBBABAABBBBAABABBABBABABABABBA ,,, 22222 



演算子の交換関係について（２）

  ipx x ,   ipy y ,   ipz z ,
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とおくと

    0,, 2222  zzzyx LLLLLL となる。

同様に



一般化された角運動量（１）

交換関係から一般的な角運動量を導く。

一般的に角運動量演算子

が、下記の交換関係を満たすと仮定する。
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したがって　
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J zJと

を同時に満足する

が存在することになる。
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一般化された角運動量（２）
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に対する固有関数である。
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一般化された角運動量（３）
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に対する固有関数である。

),( J zJは の固有値 
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も固有値であることを示している。

zJ の固有値をλ,μとすればλ, 2
J と
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λ, ：λ, ：λ,：λ, ：λ,2    2
が固有値の組となる。

  の関係よりμには最小値と最大値がある。
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一般化された角運動量（４）
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一般化された角運動量（５）
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一般化された角運動量（６）
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一般化された角運動量（７）
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一般化された角運動量（８）
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スピン角運動量の行列表現（１）
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スピン角運動量の行列表現（２）
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２行２列の行列表現となる。



スピン角運動量の行列表現（３）
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スピン角運動量の行列表現（４）
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粒子のスピンは、軌道角運動量とは異なりその粒子に固有の内部自由度に関わる一般化された角運動量の

一種である。スピン角運動量は、粒子の位置 や運動量 のような力学変数とは無関係の独自の自由度

に基づく。
r p



スピン角運動量の行列表現（５）
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★スピン演算子は、何らかの変数の微分演算子という形では書けない。
　　　　　　           　　　行列表示で示すしか方法はない。（Pauli）　

のとき

２行２列のパウリ行列を導入すると



スピン角運動量の行列表現（６）
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一般にスピン
2

1
の粒子の波動関数の  中には、上向きの成分と、下向きの成分が含まれる。
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とおいてスピン演算子に作用させると

2












0

1
 は固有値が の固有関数で

2













1

0
 は固有値が の固有関数であることを示している。



角運動量の行列表現（１）

（ア） 1'M 1M

   11,111111,'   MJJMJ

   011111,' 11,1   MJJMJ

   011111,' 11,1   MJJMJ

  1,1,' MJJMJ z

2
1'1

22 2)11(1,'   MJJMJ

１行１列

   1)0(,11)0(1)0(1,'   MJJMJ

   21)0(1)0(1,' 1)0(,1    MJJMJ

   01)0(1)0(1,' 1)0(,1   MJJMJ

00,' 0,1  ･MJJMJ z

0)11(1,' 0,1
22  MJJMJ

（イ） 1'M 0M １行２列

1J について計算する。    1,'1,'   MMMJMJMJJMJ ３行３列の行列表現となる。

MMJJMJJMJ ,'
22 )1(,' MMz MMJJMJ ,',' 



角運動量の行列表現（２）

（ウ） 1'M 1M

   1)1(,11)1(1)1(1,'   MJJMJ

   01)1(1)1(1,' 1)1(,1   MJJMJ

   01)1(1)1(1,' 1)1(,1   MJJMJ

0,' 1,1  MJJMJ z

0)11(1,' 1,1
22  MJJMJ

１行３列

   1)1(,01)1(1)1(1,'   MJJMJ

   01)1(1)1(1,' 1)1(,0   MJJMJ

   21)1(1)1(1,' 1)1(,0    MJJMJ

01,' 1,0  ･MJJMJ z

0)11(1,' 1,0
22  MJJMJ

（エ） 0'M 1M ２行１列

1J について計算する。    1,'1,'   MMMJMJMJJMJ ３行３列の行列表現となる。

MMJJMJJMJ ,'
22 )1(,' MMz MMJJMJ ,',' 



角運動量の行列表現（３）

（オ） 0'M 0M

   10,01)0(1)0(1,'   MJJMJ

   01)0(1)0(1,' 10,0   MJJMJ

   01)0(1)0(1,' 10,1   MJJMJ

00,' 0,0  ･MJJMJ z

2
0,0

22 2)11(1,'   MJJMJ

２行２列

   1)1(,01)1(1)1(1,'   MJJMJ

   21)1(1)1(1,' 1)1(,0    MJJMJ

   01)1(1)1(1,' 1)1(,0   MJJMJ

01,' 1,0  ･MJJMJ z

0)11(1,' 1,0
22  MJJMJ

（カ） 0'M 1M ２行３列

1J について計算する。    1,'1,'   MMMJMJMJJMJ ３行３列の行列表現となる。

MMJJMJJMJ ,'
22 )1(,' MMz MMJJMJ ,',' 



角運動量の行列表現（４）

（キ） 1' M 1M

   11,11)1(1)1(1,'   MJJMJ

   01)1(1)1(1,' 11,1   MJJMJ

   01)1(1)1(1,' 11,1   MJJMJ

01,' 1,1  ･MJJMJ z

0)11(1,' 1,1
22  MJJMJ

３行１列

   1)0(,11)0(1)0(1,'   MJJMJ

   01)0(1)0(1,' 1)0(,1   MJJMJ

   21)0(1)0(1,' 1)0(,1    MJJMJ

00,' 0,1  hMJJMJ z ･

0)11(1,' 0,1
22  MJJMJ

（ク） 1' M 0M ３行２列

1J について計算する。    1,'1,'   MMMJMJMJJMJ ３行３列の行列表現となる。

MMJJMJJMJ ,'
22 )1(,' MMz MMJJMJ ,',' 



角運動量の行列表現（５）

（ケ） 1' M 1M

   1)1(,11)1(1)1(1,'   MJJMJ

   01)1(1)1(1,' 1)1(,1   MJJMJ

   01)1(1)1(1,' 1)1(,1   MJJMJ

   1,11,' ･MJJMJ z

2
1,1

22 2)11(1,'   MJJMJ

３行３列

1J について計算する。    1,'1,'   MMMJMJMJJMJ ３行３列の行列表現となる。

MMJJMJJMJ ,'
22 )1(,' MMz MMJJMJ ,',' 



角運動量の行列表現（６）
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ディラック方程式（１９２８年）


 mci

• ディラックが、定式化した特殊相対論に従う相対論的量子力学方程式

• γμなど４行４列の行列を用いて方程式は記述される。

• ψの２乗が粒子の存在する確率密度を意味することはシュレディンガー方程式と同じだ
が、ψは４成分で表される。

2
h

]sJ[10625.6 34 ･hプランク定数



現代物理の黎明期（ソルベー会議にて）

第5回ソルベー会議　1927年10月　量子力学について激論がなされたとのこと。　前列中央　アインシュタイン



補遺（１）
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留数定理
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基底ベクトルの変換

332211 eeeA AAA 

N個の基底ベクトル

　　　　････　　　 Neeee 321

正規直交系であるので

ijji )ee( 　・


