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まずはじめに

テンソル表示

• 物理法則をあらゆる座標系で
統一的に表現しようとしたとき
に、慣れ親しんでいるベクトル
表記よりもテンソル表記の方が
一般性を持つ。

• 物理法則をベクトルから、テン
ソル表記に修正することがまず
第一歩となる。

ラグラジアン

• いろんな座標系での運動を取
り扱う場合、解析力学の手法を
用いると便利である。

• 統一的に物理法則を導く場合、
解析力学のラグラジアンを用い
ると、とても見通しよく扱うこと
が出来る。



ラグラジアンとは

　Lをある経路についてｔで積分したSを、最小とする経路　　　　を求めた
い。Sを最小とする経路　　　 の満たすべき条件は、Lの積分値を最小と
する最小作用の原理より、Lについてのオイラー・ラグランジュ方程式を
書き下すことで導かれる。
　物体の運動についての物理法則が、Lの積分の最小作用の原理から
導かれとき、Lを物理法則についてのラグラジアンという。
　物理では、このラグラジアンを見つけることが最重要目標となる。
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最小作用の原理について
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電磁場を表す式・その１
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マックスウェル方程式のテンソル表示（１）
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マックスウェル方程式のラグラジアン計算詳細（１）
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マックスウェル方程式のラグラジアン計算詳細（２）
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マックスウェル方程式のラグラジアン計算詳細（３）
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マックスウェル方程式のラグラジアン計算詳細（４）
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マックスウェル方程式のラグラジアン（１）
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マックスウェル方程式のテンソル表示
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1
jAjAjAjAFF  



3322110
04

1
jAjAjAjAFF  







 jAFF 

4

1
￡ ･･･⑤

JA ･ 04

1
AFF 

 ･･･⑥

⑤が、マクスウェル方程式のグラジアンであることを確認する。

    JA ･



  0

22

2

1
ABE  ･･･⑦



マックスウェル方程式のラグラジアン（２）
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   



 jAAAAA 

4

1


 AA 
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
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   AAAA 
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    22

4

1
 AAAA 

3,2,13,2,1 のときについて確認する

･･･⑦
･･･⑧

･･･⑨

（Ⅰ ）



マックスウェル方程式のラグラジアン（３）
03,2,1 のときについて 0
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（Ⅰ ）

（Ⅰ ）と（Ⅰ ）を合わせると 3,2,1 のときについて3,2,1,0

3,2,10

より



マックスウェル方程式のラグラジアン（４）
00 のときについて
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￡
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（Ⅰ ）～（Ⅰ ）を総合すると
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3,2,1,0 のときについて3,2,1,0

3,2,1,00 のときについて∴



マックスウェル方程式のラグラジアン（結論）





 jAFF 

4
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  0
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

















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￡￡

オイラー・ラグランジ方程式に上記ラグラジアンを代入すると、テンソル形式のマックスウェル方程式
が導けることが確認できた。


 jF   0






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

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
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神の数式への道のり（２）
量子電磁力学（ＱＥＤ）まで

鹿児島現代物理勉強会

御領　悟志

2024.2.19



ディラック方程式のラグラジアン（１）

  　･･･①￡  
 mi 

　† 0 

  　
￡ 






i



　
￡ 


m

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   　￡ 
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
 


i



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










  　
￡￡
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




















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00  †
332211   ††† 　　

        11 23222120  　　　　　　 

    g2, 

複素共役をとると

　　 0  
 mi

  　0  
 mi

　　†† 000   
 mi

　　†† 00000   
 mi

　　†† 000   
 mi

　　†† 0  
 mi

　　† 0  


mi

　　 0  
 mi

･･･②

･･･③

  　0  
 mi



ディラック方程式のラグラジアン（２）

  
 miqAi  )(￡

　 iqAD 

)()(
1 




  xAxq
q

AA  と変換される。

    



  Aqmi 

)()(   xqx  とすると、ゲージ場は

ディラック方程式中に代入すると、

･･･③

･･･④

･･･⑤



荷電粒子のラグラジアン

    



  Aqmi 
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  FFmiqAi
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1
)( ￡





 jAFF 

4

1
￡

マックスウェル方程式のラグラジアンは

自由空間の場合 0J なので


 FF

4

1
￡

  
 miqAi  )(￡

Dirac方程式に従う自由電子のラグラジアンは、
ゲージ対称性も考慮すると下記の通りになる。

マックスウェル方程式のラグラジアンまで付け加え
ると次のようになる。

･･･①

･･･②

･･･③

    





  FFAqmi
4

1
￡ ･･･⑤

･･･④



電磁量子力学（ＱＥＤ）のラグラジアン（１）

    





  FFAqmiQED 4

1
￡

第１項　自由電子を記述するディラック方程式

第３項　電磁場のマックスウェル方程式

第２項　電子と光子の相互作用

電磁気学を量子論的に扱う方程式

QEDは、U（１）ゲージ対称性をもつ可換ゲージ理論



電磁量子力学（ＱＥＤ）のラグラジアン（２）

    



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 
 qjF 

電子の運動については

eq  なので
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自由粒子については 0j

 
 eF 

上式のオイラー・ラグランジュ方程式をつくると



エネルギー・運動量テンソル（１）
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オイラー・ラグランジュ方程式より
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･･･①

･･･②
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エネルギー・運動量テンソル（２）
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0T は場のエネルギー密度と考えられる
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0
1
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･･･④

･･･⑤

･･･⑥

系全体のエネルギー保存則を示す
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0 



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t
･･･⑦

･･･③



量子色力学（ＱＣＤのラグラジアン）
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解析力学の利点（私見）

• 座標の取り方に依存せず、同じ理論形式で運動を扱うことが
出来る。

• このことが、量子力学の発展の礎にもなっている。

• 古典物理を、現代物理と同様の観点から考察が出来る。

• ミクロとマクロの間の不連続的な理論の飛躍の中で、数学的
には同じ枠組みとしての連続性を持っている。


