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相対性理論とは

• 相対性理論は、量子力学と
ともに現代物理学の根幹を
なす基礎理論である。

• 時間、空間を考えるとき概念
的に重要であるとともに、高
エネルギー現象を理解する
上で必須となる実用的な理
論です。

• ニュートン力学は相対論と
は相いれず、力学には修正
を必要とするが、電磁気学
はもともと相対論と両立する
理論になっている。

• （日大理工のＨＰ記載内容から）

特殊相対性理論を理解するには、高等学校で学
習する微分積分を習得していれば十分である。



基本原理

• アインシュタインは、時間と
空間について全く新しい考
え方を提唱した。（１９０５年）

• 右の二つのことを基本原理
として理論を構築する。

• マイケル・モーレーの実験な
どを経て、光速不変の原理
は認めざるを得ないものと
なった。

• いかなる慣性系においても
光速は不変である。

• いかなる慣性系においても
物理法則は同等に成り立つ。

• ローレンツ変換を用いて、物理
法則を書き換えたときに、物理
法則の内容・形式が両方の慣性
系で同じであることを要求する。



ローレンツ変換
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異なる座標系の座標間の関係式は、一次式と考
えられる。次の一次式を仮定する。

OとO’が重なっているとき光が発せられたとする。
光速不変の原理とどの慣性系でも物理法則は同等
に成立することからＳ系（静止）とＳ’系（ｘ軸方向にV
で移動）においてそれぞれの慣性系で光は同じ速
さで同様に球形に拡がって行くので次の式が成り
立つ。

･･･（Ⅰ ）

P点

Ｐ点は、Ｓ系から見た光波の球面上の１点



ローレンツ変換（計算過程１）

  ･･･①02222  ctzyx

･･･③22222222222

2222222222222

22222

)()(2)(

22

)()(

tchVfzyxtVfghcxgf

tchghxctxgzytVfxVtfxf

hctgxzyVtxf







②式に前ページの関係を代入する。
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①②が恒等式であるための条件としては
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ローレンツ変換（計算過程２）
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行列を用いて表すと４行４列の正方行列となる
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ローレンツ変換（計算過程３）

行列を用いて表すと４行４列の正方行列となる
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ローレンツ変換（１）
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ローレンツ変換（２）
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ローレンツ変換（性質１）
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ローレンツ変換（性質２）
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行列Ｌ’とＬの積が単位行列となるので、お互いが逆行列となり次の関係式が成り立つ。
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ローレンツ変換（性質３）
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速度の合成（１）
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速度の合成（２）
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Ｓ系における速度をＳ’系の速度で表すと



速度の合成（３）







 









 








x

z
z

x

y
y

x

x
x

c
V

c
V

c
V
V














2

2

2

1
'

1
'

1
'

Ｓ’系における速度をＳ系の速度で表すと







 









 








'1

'

'1

'

'1

'

2

2

2

x

z
z

x

y
y

x

x
x

c
V

c
V

c
V
V














Ｓ系における速度をＳ’系の速度で表すと



速度の合成（３）ー１
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ガリレオ変換に近似する！

Ｖ[m/s]でＸ軸の正の向きに移動しているＳ’系か

らνｘ[m/s]の小球の速度を観測する。
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の上から光をｘ軸の正の向きに発した。
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光速はやはりＣと観測されることを示す。

cccx 2 となるのでは？



加速度の合成（１）
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加速度の合成（２）
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ローレンツ変換から
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加速度の合成（３）
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Ｓ’系における加速度をＳ系の加速度で表すと

 







 








 








 









 








 








 














 







 








 




x

z
z

x

y
y

x

x
x

c

V

dt

dx

c

V
dt
dz

dx
c

V
dt

dz

dt

dz

c
V

dt
dx

c
V
dt
dy

dx
c
V

dt

dy

dt

dy

c
V
V

dt
dx

c
V

V
dt

dx

dx
c
V

dt

Vdtdx

dt

dx























222

222

222

11
'

'
'

11
'

'
'

11'

'
'

























 






 



x

z

x

z

zz
z

c
Vdt

d

c
V

dt
dt
dt
d

dt

dt

dt

d

dt

d
a










22 11

1
'

'

'

'

'

'
'



加速度の合成（４）
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Ｓ系における速度をＳ’系の速度で表すと
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加速度の合成（７）



























 









 





























 









 

















 
















 
























 







 
























 







 






 



'

'1

'
'

'1

11

'

'

'1

'

'

'

'1

11

'

'

'1

'

'

'

'1

1

'

'
''1

'

'

'1

1

'

'
''1

'

'

'1

1

'1

1

23

2

2

2

2

23

2

2

2

2

23

2
2

2

2
2

223

2
2

222

22
2

x

x

z
z

x

z

x

x

zz

x

z

x

x

zz

x

z

x
zx

z

x

z

x
zx

z

xx

z

a
c

V

c
V

a

c
V

a

dt

d

c

V

c
Vdt

d

c
V

a

dt

d

c

V

c
Vdt

d

c
V

a

dt

d

c

V

c

V

dt

d

c
V

a

dt

d

c

V

c

V

dt

d

c
V

c
V

a

































ローレンツ変換から

Ｓ系における加速度をＳ’系の加速度で表すと
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加速度の合成（８）
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Ｓ系における加速度をＳ’系の加速度で表すと
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等加速度での星間移動（１）
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Ｓ系における加速度をＳ’系の加速度で表すと
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一直線上（ｘ軸上）を運動するロケットがいつも静止して
観測される瞬間静止座標系Ｓ’系から見て一定の加速度
α'で飛行して星間移動したとする。
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等加速度での星間移動（２）
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地上座標系Sでの速度変化dVと経過時間dt
の関係は加速度aの定義から
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ロケット内での経過時間Ｔ’の関係は



等加速度での星間移動（３）
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またその時のロケットの移動距離Lは、積分より

また置換積分すると
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V=0のときL=0なので

速度V１に到達するまでの時間T’は次の通りとなる。
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等加速度での星間移動（４）
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等加速度での星間移動（５）
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地上で観測した時間Tは adtdV  なので



等加速度での星間移動（６）
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等加速度での星間移動（７）
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等加速度での星間移動（８）
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同じ大きさで逆向きの加速度-α'で減速した場合、加速
した場合と同じ距離Lだけ進んで静止することになる。

加速したロケットが目的地に到着したときに静止していなけれ
ばならない。V１まで加速してから減速静止するまでの距離は
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等加速度での星間移動（９）
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加速度ｇで中間点まで距離LをＶ１まで加速し、その後-ｇで減速して
目的の星に到着する。目的の星までの距離２Lは、
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目的の星に到着するまでロケット内での経過時間２T’は
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この間に地上での経過時間２Ｔは

10光年離れた星まで到達するのに、地球上では
11.79年を要するが、ロケット内では4.858年が経過
する。ロケットの最大到達速度は光速の98.67％で
ある。
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Ｓ’系の原点に固定された時計について
考察する。
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地上座標系でＳ’系の原点が移動
した距離で地上での経過時間が
わかり、Ｓ’系の原点に固定した時
計の経過時間もわかる。

地上の時計より
遅い！



時間の遅れ（２）
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光速の９９％で移動する物体中では、時間は地上の１４．１％の速さで進む。

地上時間固有時間



時間の遅れ（３）
番号 β 地上時間[S] 物体固有時間[S]  

1 0.1 1 0.994987437 1.005037815

2 0.7 1 0.714142843 1.400280084

3 0.8 1 0.6 1.666666667

4 0.9 1 0.435889894 2.294157339

5 0.99 1 0.14106736 7.08881205

6 0.999 1 0.044710178 22.36627204

7 0.9999 1 0.014141782 70.71244595

8 0.99999 1 0.004472125 223.6073568

9 0.999999 1 0.001414213 707.1069579

10 0.9999999 1 0.000447214 2236.068034

光速で移動する
光子は、時間が
止まっている。
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= 固有時間

光は宇宙の始まり
以降歳をとってい
ない。０歳のまま。
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Ｓ系に対して運動するＳ’系の異なる
２点で同時に二つの現象が起こった
とする。
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Ｓ’系の異なる２点で同時に起こったこと
がＳ系では同時に観察されないことを示
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S’系ではS系の長さが収縮して観測される事を意味する
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現代物理学を習得する上で、現代物理特有の
式の表現の仕方扱い方があります。わざわざ
こんな面倒な表現をするのかと思いますが、
これにも理由があることです。最初は唐突な
感じですが、そのうちに慣れてきます。



内積の定義とローレンツ不変量

• ローレンツ変換に従うベクト
ルを四元ベクトルという。

• 四元ベクトル ａ と ｂ の内積
を次のように約束する。　
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四元ベクトル同士の内積は、ローレンツ変換につ
いて不変量になる。（ローレンツスカラー量）
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四元ベクトル（２）
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⑤は以下のベクトルがローレンツ変換に従う
四元ベクトルであることを示している。

反変ベクトル

 dzdydxcdtdx 
共変ベクトル



四元ベクトルの内積とローレンツ不変量（１）
同じ四元ベクトルのローレンツ変換後の内積をとる。
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同じ四元ベクトルについての内積は、ローレンツ変換について
不変量になる事を示している。（ローレンツスカラー量）
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四元ベクトルの内積とローレンツ不変量（２）

d は時間の次元を持ち、どの慣性系から観測し
ても、それぞれの物体について固有の時間が
経過することを示している。
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固有時はローレンツ不変量である。

粒子に固定された時計で時間
を記述することに相当する。両辺をｃ２で割ると



ローレンツ不変量と固有時
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はローレンツ変換に従う四元ベクトルである。
従ってその内積をとると、不変量スカラーとなる。

ｄτはローレンツスカラー量となり、その積分量τを
固有時という。全ての慣性座標系で同じ量である。



特殊相対論的運動方程式（１）
（ニュートン力学の修正）
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･･･②ところで四元ベクトルにローレンツスカラーをかけたベクトルも四元ベ
クトルであるので、ｄτで割っても四元ベクトルである。

更に静止質量ｍ０をかけても四元ベクトルである。
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更に四元運動量を固有時で微分する。空間部分については　　j=1,2,3

四元運動量

四元速度

空間部分の運動方程式



特殊相対論的運動方程式（２）
（ニュートン力学の修正）
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ニュートンの運動方程式は、運動量の時間変化率が力に相当す
るので
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特殊相対論的運動方程式（３）
（ニュートン力学の修正）
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⑧式の括弧中はエネルギーと考えられる



質量とエネルギーの等価性
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特殊相対論的運動方程式（４）
（ニュートン力学の修正）
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⑥式を変形して次のようになる。
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⑧式から
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四元運動量は以下の通り



特殊相対論的運動方程式（５）
（ニュートン力学の修正）

四元ベクトルを固有時で微分しても四元ベクトルである。
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四元運動量と四元力から運動方程式を書き下すと

四元力
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特殊相対論的運動方程式（まとめ）
（ニュートン力学の修正）
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時間的部分 空間的部分四元ベクトルの一般式



特殊相対論的運動方程式（６ー１）
（ローレンツ力による運動）
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空間的な力が、ローレンツ力の場合

四元力の一般系は
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特殊相対論的運動方程式（６-２）
（ローレンツ力による運動）
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電磁気的な反変四元力を行列を用いて表す。

反変四元速度を用いて表す
･･･②
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特殊相対論的運動方程式（６-３）
（ローレンツ力による運動）
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電磁気的な共変四元力を行列を用いて表す。

共変四元速度を用いて表す
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特殊相対論的運動方程式（７-１）
（ローレンツ力による運動）
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行列の変形を用いて導くと➂の
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特殊相対論的運動方程式（７-２）
（ローレンツ力による運動）
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特殊相対論的運動方程式（７-３）
（ローレンツ力による運動）
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電磁気力の４元力による運動方程式
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特殊相対論的運動方程式（７-４）
（ローレンツ力による運動）

電磁気力の４元力
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電磁気力の４元力による運動方程式の時間部分
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特殊相対論的運動方程式（８-１）
（ローレンツ力による運動）
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行列の変形を用いて導くと
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特殊相対論的運動方程式（８-２）
（ローレンツ力による運動）行列の変形を用いて導く
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２階共変電磁テンソル



特殊相対論的運動方程式（８-３）
（ローレンツ力による運動）
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電磁気力の４元力

電磁気力の４元力による運動方程式
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テンソル方程式の共変性（１）
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左辺について座標変換すると
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テンソル方程式の共変性（２）
左辺は反変ベクトルなので
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テンソル方程式の共変性（３）

左辺について座標変換すると
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左辺は共変ベクトルなので



近日点の移動（１）
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双曲線関数（１）
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双曲線関数（２）
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双曲線関数（３）
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特殊相対論的運動方程式（例１）
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一定の力Ｆがｘ軸方向に働いて加速している場合
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いくら加速しても光速を越えることはない！
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テンソル表現（１）
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⑤は以下のベクトルがローレンツ変換に従う
四元ベクトルであることを示している。

反変ベクトル
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はローレンツ変換に従う四元ベクトルである。
従ってその内積をとると、不変量スカラーとなる。
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