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ベクトル（Vector）

A

力のように大きさと向きをもち矢印で表せる量をベクトルという。

A ベクトルの大きさ



ベクトルの和と差
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A
B

A

ABC −=
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二つのベクトルを隣り合う２辺と平行
四辺形を描きその対角線がベクトル
の和を表す。

ベクトルＡにベクトルCを加えてベクトルＢ
になるとき、ベクトルＣをベクトルＡとＢの差
という。



位置ベクトル
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空間の一点Pは、原点Oからの距離と向きにより定まる。
この空間の一点を定める大きさと向きを持つベクトル量を
位置ベクトルという。

OPr =位置ベクトル

321 iii zyxr ++=

3元独立の基底ベクトルを用いて位置ベクトルを表すと次のよ
うになる。

( )zyxP ,,

このようにｘ、ｙ、ｚの３つの数の組み合わせで、空間の1点Pが
定まる。この組み合わせを空間座標といい、次のように表す。



変位ベクトル

空間の点Pから点Ｑまで位置ベクトルが変化したとする。
この位置の変化を変位といい、点Ｐから点Ｑまで引いた矢印の
ことを変位ベクトルという。変位ベクトルは、位置ベクトルの
差で表せる。
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3元独立の基底ベクトルを用いて③の変位ベクトルを表すと次のようになる。
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速度・加速度ベクトル
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位置ベクトルの時間微分をするとき、基底ベクトルは時間的に変化しないものとすると
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単位時間あたりの位置の変化を表す量を、速度ベクトルという。

もう一度時間微分すると加速度ベクトルになる



ベクトルの内積
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1i ３元独立の基底ベクトル

ベクトルの演算　～　演算後の量はスカラーに正負の符号をつけた値になる



ベクトルの外積（１）
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A は CB + の平面に垂直とする
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全て90°反時計回りに回転する

演算後の量もベクトルである

ｄの向きはＡからＢに右ねじを回したとき、右ねじが進行する向き



ベクトルの外積（２）
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ベクトルの三重積～  平行六面体の体積を求めることに等しい
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外積が、行列式を用いて表せる。



ベクトル演算の公式（１）
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ベクトルの微分（１）
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Am の時間微分について考える

ここでｍは実数とする。
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ベクトルについての時間変化率について考察する

0A →d 0B →d なので0→dt0→dm 0A →d なので0→dt



ベクトルの微分（２）

BA × の時間微分について考える
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ベクトル解析の展開（１）
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ベクトルの発散　ダイバージェンス

ベクトルの渦　ローテーション



ベクトル解析の展開（２）

( ) ( ) ( ) ( )
zyx

zyx
ArotArotArotArotdiv

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=










∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
+








∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
+








∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
=

y

A

x

A

zx

A

z

A

yz

A

y

A

x

xyzxyz










∂

∂

∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
+








∂

∂

∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
+








∂

∂

∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
=

y

A

zx

A

zx

A

yz

A

yz

A

xy

A

x

xyzxyz

0=








∂

∂

∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
+








∂

∂

∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
+








∂

∂

∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
=

x

A

yy

A

xz

A

xx

A

zy

A

zz

A

y

zzyyxx

( ) 0Arotdiv =

微分の順序には影響を受けないので



ベクトル解析の展開（３）
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ベクトルの発散　ダイバージェンス

ベクトルの渦　ローテーション

微分の順序には影響を受けないので
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ベクトル解析の展開（４）
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ベクトル解析の応用・活用の事例

•電磁気学での活用

•惑星の運動

•自然座標系

•等速円運動

•単振動

•曲面の面積・体積



ガウスの法則（電荷について）

･･②

真空中に電荷が存在するとき、その電荷を取り
囲む空間の電場に対する表面積分の値は、そ
の閉じた空間内に存在する電気量に比例する。
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電場についての表面積分を体積積分にガウスの法則
により変更すると

0ε

ρ
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空間に誘電分極があるときに、分極のモーメントが

'
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PEεD 0 += ρDdiv = ･･⑥

の分極電荷が誘起される。



ガウスの法則（磁荷について）

･･②

真空中に磁荷が存在するとき、その磁荷を取り
囲む空間の磁場に対する表面積分の値は、そ
の閉じた空間内に存在する磁気量に比例する。
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磁場についての表面積分を体積積分にガウスの法則
により変更すると
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ρ
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µ
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の分極磁荷が誘起される。

0ρ =M真磁荷はないので



ファラデーの法則
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ファラデーの電磁誘導の法則よりある閉回路の
通過する磁束Φの時間変化率が、その周回での
起電力になる。次の式で表せる。
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⑤の関係が常に成り立つには次の関係が成り立つ。



アンペールの法則

ある閉回路を通過する電流Ｉの大きさは、その周
回での磁場Ｈの線積分に等しい。
線積分の向きは、電流の流れる向きを右ねじの
進行方向とした時の回転の向きを正とする。

･･①

∫∫ ⋅=⋅ SdjSdHrot

IsdH =⋅∫
∫∫ ⋅=⋅ SdjsdH ･･②

jHrot =

･･③

･･④

t
D

∂

∂
=

D
j

電荷の時間変化も電流を生み出す
ことになり変位電流という。 ･･⑧

ttt ∂

∂
−=

∂

∂
−=

∂

∂
−=

D
div

Ddiv
jdiv

ρ
･･⑥

空間に真電荷が存在するときの電気量保存の関係から

0
D

jdiv =














∂

∂
+

t
･･⑦∴

t∂

∂
+=

D
jHrot ･･⑨

変位電流密度まで含めた④式は

( ) 0jdivHrotdiv == ･･⑤ となるが、



マックスウェルの電磁方程式
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以下の4つの式が電磁気現象を説明する基礎となる方程式である。

マックスウェルが数学的にまとめ上げた理論式（1864年）である。

ED ε=ただし HB µ=



ベクトルポテンシャル（１）
マックスウェルの方程式から
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従って、マックスウェルの方程式の関係を満たす
磁束密度Ｂを導けることになる。
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磁束密度ＢがベクトルＡの回転から導けると仮定
する。
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ベクトルＡの渦（回転）の発散は常に０である。
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ベクトルポテンシャル（２）
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となり同じＥを結果的に導くことになる。

とＡとφを書き換えて前ページ⑦に代入する。
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従ってベクトルポテンシャルには自由度がある。
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ベクトルポテンシャル（３）
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ベクトルポテンシャル（４）
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万有引力による惑星の運動（１）
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惑星の角運動量は

惑星の面積速度は
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運動方程式（万有引力）より
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万有引力による惑星の運動（２）
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万有引力による惑星の運動（３）
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万有引力による惑星の運動（４）
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楕円軌道の定義（１）
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楕円軌道の定義（２）
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楕円軌道の定義（３）

( )θcos1 e

l
r

+
= ･･⑥

d

θ
1r

d ｘ軸方向の単位ベクトル

υ
ϕ

ϕυ sin
2

1
rh =

1F2F O
x

y

近日点遠日点

ＡＣ

Ｄ

Ｂ

COAOa ==

DOBOb ==

半長軸

半短軸

eaOF =1

( )222222

1

22 1 eaaeaOFab −=−=−=

P
2r

21 eab −=

( )
θ

θ
θ

ππ

d
e

l
dr ∫∫ +

=
2

0

2

22

0

2

cos12

1

2

1

･･⑦

･･⑧



万有引力による惑星の運動（離心率）・１
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万有引力による惑星の運動（離心率）・２
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万有引力による惑星の運動（離心率）・３
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万有引力による惑星の運動（ケプラーの法則）
楕円の面積Sは
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自然座標系（１）
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自然座標系（２）

ntb ×=

( ) 02
2

== b
ds

bd
b

ds

d

t

n

b

　に垂直　は　　tb

( ) 02
2

==
ds

td
tt

ds

d

0)( =nts ･κ

　に垂直　は　　tn

ns
ds

td
)(κ= なので

ds

bd
　　bは に垂直

0=tb･

0=+
ds

td
bt

ds

bd
･･

0)( =−=−= nbs
ds

td
bt

ds

bd
･･･ κ

ds

bd
　　tは に垂直 したがって

ns
ds

bd
)(τ−=

ds

bd
　　nは に平行である

∴



自然座標系（３）
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等速円運動（１）
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AからPまでの円周の弧の長さをSとする。また中心角をθとする。
各ベクトルは、Ｓの関数とみなす。
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等速円運動（２）
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等速円運動（３）
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単振り子（１）
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曲面の面積（１）

u
u

r
PP ∆

∂

∂
=1 υ

υ
∆

∂

∂
=

r
PP2

P 1P

2P
3P

uu ∆+u
υ

υυ ∆+ S∆

21 PPPPS ×∆ ≒ υ
υ

∆∆
∂

∂
×

∂

∂
∆ u

r

u

r
S≒

( )υ,urr =

( ) ( ) ( )( )υυυ uzuyuxr ,,=

( ) ( ) ( )









∂

∂

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

u

uz

u

uy

u

ux

u

r υυυ
,,

( ) ( ) ( )









∂

∂

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

υ

υ

υ

υ

υ

υ

υ

uzuyuxr
,,

空間内の曲面は、ｖとｕの二つの変数で
表わせる。



曲面の面積（２）

k
x

u

yy

u

x
j

z

u

xx

u

z
i

y

u

zz

u

yr

u

r









∂

∂

∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
+









∂

∂

∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
+









∂

∂

∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
×

∂

∂

υυυυυυυ

k
y

u

y

x

u

x

j
x

u

x

z

u

z

i
z

u

z

y

u

y

r

u

r

υ

υ

υ

υ

υ

υ
υ

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

+

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

+

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

=
∂

∂
×

∂

∂

( )
( )

( )
( )

( )
( )

k
u

yx
j

u

xz
i

u

zyr

u

r

υυυυ ,

,

,

,

,

,

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂
×

∂

∂
υυυ

υ

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
×

∂

∂

zyx
u

z

u

y

u

x

kji

r

u

r

外積が、行列式を用いて表せる。

関数行列式で表せる。
( )
( )










∂

∂

∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

=
∂

∂

υυ
υ

υ
υ

y

u

zz

u

y

z

u

z

y

u

y

u

zy

,

,
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